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2 Preliminaries

2.1 Notation

(��������� ��� 
�
��� ��� � ��	��� x � R
N ��� S � N� �� ��
�� x(S) :=

∑
{xi | i � S}� ����

S = �� ��� x(S) := 0� 0�� � ������ S � N �� � ;�
�� ��� N� ��� ���	����	����� �����	 �� S 
� � ��	���
1S � {0, 1}N ��;��� �� (1S)i = 1 
� i � S ��� (1S)i = 0 ������
��� ���� ���� ��� S, T � N 
� ����� ����
1S(T) =

∑
{(1S)i | i � T } = |S�T |� �� ��� ��� �����
�� A � B �� ���� ���� <A 
� � 
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�� ������ �� B�=

2.2 Graphs
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2.3 NP-completeness
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2.4 Cooperative games

4 �����	����� 
��� )�� �
�
�� � 
���. 
� � 
�
� (N, γ) �� � �����
�� ;�
�� ��� N ��� � ���	�
��
γ : 2N → R ���
���
�� γ(�) = 0� 4� ������� �� N 
� 	����� � �
���	 �� ��� ����� ��� γ 
� 	����� ���
���	����	����� �������� �� ��� ����� 0����������� ��	� ������ S � N 
� 	����� � ���
������ D
�������� ���
S � N ��� ����� γ(S) 
� 
����
����� �� ��� ����� 
��;� )�� ��� ����� 	���. ��� ��� 
������ 
� S ���� ����
���� 
� 	��
����
��� 9� 
���
	����� γ(N) ��
������� ��� ����� 
��;� )�� 	���. ��� ��� ����� 
������ ����
���� ��� ����� �� ����
�� ��������� ���� γ ��
������� � 
��;�� �� 	��� ��� ���� � �	��� 
���� �� ���
����� ����� ���� γ ��
������� � 	���� �� 	��� ��� ���� � ���� 
���� )(���� ��� ����� <
��;� ����=
��� <	��� ����= ��� ��� ��������
	���� ������
���� (��� ��� ,��� ������
��� �� ��� 
����
�����
�� ��
� �����. 9� ��
� 
�
��� �� �
�� ��
��� 	���
��� � 	����
� 	���� �� 	��� ������

��� �� ��� �
�� �� 	��
����
�� ���� ������ 
� �� 
���
�� � 	��	�
� �� <��
������= ������� ��� ��
����	��� ��� ����� 	��� )�� 
��;�. γ(N) �� ��	� 
����� 
� � <��
�= ������ ���� �� ���� ��� ��� γ(S)E� 
���
�		����� ���� �� 	��	������� �� 	��� ������ ��� ��;�� ���� 	��� ����	��
��� ��
	� ��� 	���
����� ��
�

� 	��
����
�� ���� ������� 0�������� � 	��� ����	��
�� 
� ��;��� �� � 
��
�
����
�� 
� ��� ����
������
�� 	��
����
�� ���� ������� 4 �	����������� �� � 	��� ���� (N, γ) 
� � ��	��� x � R

N ���
���
��
x(N) = γ(N)� F�	� 	��
����� xi �2
������ ��� ��	� ��� 
����� i � N ������ ��� �		���
�� �� ���
	��� ����	��
�� x�

D�� (N, γ) �� � 	��� ����� 4 ��	��� x � R
N 
� 	����� �� ���������� 
� x ���
�;�� ��� ������
��

	���
�
���C x 
� � 
��
�
����
�� �� (N, γ) ��� xi � γ({i}) ��� ����� i � N� (�� ��� �� ��� 
�
����
��� ��
(N, γ) 
� ������� �� Imp(N, γ)� 4 ��	��� x � R

N 
� 	����� � ��	� �

������� 
� x ���
�;�� ��� ������
��
	���
�
���C x 
� �� 
�
����
�� �� (N, γ) ��� x(S) � γ(S) ��� ��� S � N� (�� ��� �� ��� 	��� ����	��
��� ��
(N, γ) 
� 	����� ��� ��	� �� (N, γ) ��� ������ �� Core(N, γ)� (�� 	��� ��� 
������	�� �� %
��
�� !#&$�

���� ���� Core(N, γ) � Imp(N, γ) ��� ���� 	�� �� ��
��� (��������� � 	��� ���� �
�� � �����
��
	��� 
� ��
�	
���� 
�������
��� ��� ��	� � 	��� ���� 
� 	����� ��
������  �������� �� 	��� � 	��� ����
����

� ��
����� 
� ��	� �� ��� �������� 
� �����	��� )6���� � ���
��� �� � 	��� ���� (N, γ) 
� � 	���
���� (T, γ(T)) ��� ���� �����
�� ��� T � N ��;��� �� γ(T)(S) = γ(S) ��� ��	� S � T �. ����������
� ������� �����	�� ���� 
� ���� �����	��� 4 �
�	
�� ���	���� �� ������� �����	�� ����� 	���
��� ��
���������� ����� )���
��� !7G$.� ����� � 	��� ���� (N, γ) 
� 	����� �������
�	 )�� �������. 
� 
�
���
�;�� ��� ������
�� 	���
�
��C γ(S) + γ(T) � γ(S 	 T) + γ(S � T) ��� ��� S, T � N� (��������� �� ����
� 	��
� �� 
�
�
	��
���C ����������
�� ⇒ ����� �����	������ ⇒ �����	������� (���� 
�
�
	��
��� ���
����������� 
� 	��
����
�� ���� �������

D�� (N, γ) �� � �����	�� 	��� ����� (�� 	��� Core(N, γ) 
� 	����� ����
� 
� ��� ����� y � Imp(N, γ) \

Core(N, γ) ����� �2
�� � 	��� ����	��
�� x � Core(N, γ) ��� � �����
�� 	���
�
�� S � N ��	� ���� x(S) =

γ(S) ��� xi < yi ��� ��	� i � S� )(�� 	��	�
� �� ����
�
�� 
� ��� �� ��� ������� �  ���������� !"#$�.
(�� 	��� Core(N, γ) 
� 	����� 
�	
� 
� ��� ����� y � R

N ���
���
�� ���� y(S) � γ(S) ��� ��� S � N �����
�2
��� x � Core(N, γ) ��	� ���� y � x� )(�� ��������� ��� 
������	�� �� ������� !75$�. (�� ���� (N, γ)

� 	����� ��������
� 
� ��� ����� �����
�� S � N ��� ����� y � Core(S, γ(S)) ����� �2
��� x � Core(N, γ)

��	� ���� xi = yi ��� ��� i � S� )(�� �2������
�
�� ��� 
������	�� �� H
���� � ���
��� !#G$� ��� ���
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0
���� #C 9�
�
	��
�� �����
����

� (�� ������ <∧= ��
������� <����=

���� ��� �
��� �� ��� %�������� *������ � +�
,�
���� !"-$�. (�� ���� (N, γ) 
� 	����� ����� 
� ���
����� S � N ����� �2
��� x � Core(N, γ) ��	� ���� x(S) = γ(S)� )(�� �2�	����� ��� ;��� ��;��� ��
�	���
���� !7I$�. ���� ���� �� �2�	� ���� 
� ������ ������� �����	���

6���� �� ������
/� ��� ����� �����
����

� ����� ����� 	������ �� ������ ��� ���� 0
���� #�
������� !75$ ������ ���� 
� � ���� 
� ���������� ���� 
� ��� � ����� 	���� H
���� � ���
��� !#G$
������ ���� 
� � �����	�� ���� ��� � ����� 	��� ���� 
� 
� �2��������� ��� 
� � �����	�� ���� 
� �2�
�������� ���� 
� ��� � ������ 	���� ������� !75$ ������ ���� 
� � ������� �����	�� ���� ��� � ����� 	����
���� 
� 
� �2�	�� J
����� *������������� *������ � K��������� !"$ 
�
���� ��� ���� �� �	������ 
�����
���� �2������
�
�� 
�
�
�� �2�	������ (�� ������� �
��	�
��� 
� 0
���� # �� ��� ���� 
� �������� )����
�� ���� ��� �2
��
��� �� ��� %�������� *������ � +�
,�
���� !"-$�.

3 Minimum coloring games

D�� G = (V, E) �� � ���
�� (��������� ��
�	��
 
��� �� G 
� � 	��� ���� (V, χG) ����� χG : 2V → R


� ��;��� �� χG(S) := χ(G[S]) ��� ��� S � V � 0����������� �� ������ ������ ���� V �= � ���� �� 	���
���
��� �
�
��� 	����
�� ����� �� ���� ��� �
�
��� 	����
�� ���� ����� ��� ��;�
�
�� �� � 	��
����
��
�����

0
���� ��� �� ���� ���� ���� ��������
����

����� ��� ��� G = (V, E) �� � 
	��� ��� (V, χG) �� ��� ������� ��
�	��
 
��� �� G�

)�. ��	 ���	� S � T � V �� ��
�� ���� χG(S) � χG(T)�

)�. ��	 ���	� �������� ����������� ��� I � V �� G �� ��
�� ���� χG(I) = 1� !� ��	����
�	 
χG({v}) = 1 ��	 ���� v � V�

)	. !� x � Core(V, χG) ���� �� ��
�� ���� 0 � xv � 1 ��	 ���	� v � V�

�	

�� )�. �
�	� S � T � �� ���� χ(G[S]) � χ(G[T ])� (�� 	��
� ������� ���� ��� ��;�
�
�� �� χG�

)�. 0�� � �����
�� 
���
������ ��� I� �� ���� χ(G[I]) = 1�

)	. D�� x � Core(V, χG) ��� v � V � J� ��� ��;�
�
�� �� ��� 	��� ��� ��� 
��� )�.� �� ���� xv �

χG({v}) = 1� (� 
���� xv � 0� ;��� ������� ���� x(V) = χG(V) ��� x(V\{v}) � χG(V\{v}) �
�	� x �������
�� ��� 	��� �� (V, χG)� (��������� 
� ������� ���� xv = χG(V) − x(V \ {v}) � χG(V) − χG(V \ {v}) � 0�
(�� ���� 
��'���
�� ������� �� ��� 
��� )�.� �
1���� ������	�
 � 9�����
 !8$ 
����� ���� 
� 
� �*�	��
���� �� ��	
�� ������� ��� �
�
��� 	����
��

���� �� � �
��� ���
� 
� �����	��� �����'������� 1���� 9�����
� ������	�
 � L��� !#-$ ������ ����
��� �
�
��� 	����
�� ���� �� � ���
� G 
� ������� �����	�� 
� ��� ���� 
� G 
� 
����	�� �� ��� ��	
�
��

������ �� ��� ����� �����	������ �� � �
�
��� 	����
�� ���� 
� �� ���� �� ��	���
/
�� 
����	� ���
���
��
	� ��� ����� �� �� ������ 
� 
������
�� �
�� !A$� 0����������� ������� !7A$ ������ ���� ���
�
�
��� 	����
�� ���� �� � ���
� G 
� ���������� 
� ��� ���� 
� G 
� 	��
���� ����

���
��� �������
��� �����2 ��� �� G 	�� �� 
���
�
���� 
��� ���� 
���� ��	� ���� ��� ����
	�� ���� �� ���� 
� ��� ���� 
�
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���
� ��� �����
�
 ����� ��� G = (V, E) �� � ��	���� 
	���� "��� ��� ��	� �� ��� �����
��� ��
�	��
 
��� (V, χG) �� ��� ������ ��

 �� ��� ���	����	����� �����	� �� ������� �
����� ��
G�

4 Results

4.1 Core stability

(�� ������
�� ������� 	����	���
/�� ������� �����	�� �
�
��� 	����
�� ����� �
�� ������ 	�����

���
	�� ��� ��� G = (V, E) �� � ��	���� 
	���� "��� ��� ������� ��
�	��
 
��� (V, χG) ��� �
����
� ��	� �� ��� ��
� �� ���	� ��	��� v � V ��
��
� �� � ������� �
���� �� G�

0
��� �� 
���� ��� �����
� 
��� �� ��� �������� (�� 
���� ���� ��� ������
�� ������

����� ��� ��� G = (V, E) �� � 
	��� ���� ���� ��� ������� ��
�	��
 
��� (V, χG) �� ��
������ !�
(V, χG) ��� � ����
� ��	� ���� ��	 ���	� v � V ���	� ������ � ��	� �

������� x � Core(V, χG) ����
���� xv �= 0�

�	

�� 4����� ���� Core(V, χG) 
� ������� ��� ��

���� ��� ��� 	������
	�
��� ����� �2
��� � �����2
v � V ��	� ����

)#. xv = 0 ��� ��� x � Core(V, χG).

)+������� ���� V �= ��. (��� ��	� � �����2 v� D�� x̂ � Core(V, χG) �� �� ���
����� 	��� ����	��
���
�
�	� V �= �� 
� ����� ���� χG(V) > 0� ��� ����� �2
��� w � V ��	� ���� x̂w > 0� ���� ��;�� y � R

V ��

yu :=

⎧⎪⎨⎪⎩
x̂u 
� u �� {v, w},

x̂w 
� u = v,

0 
� u = w.

������� y 
� ����
��� ���� x̂ �� 
����	����
�� ��� v��� 	��
����� ��� ��� w��� 	��
������ (����
y 
� �� 
�
����
�� �� (V, χG)� �
�	� yv = x̂w > 0� ��� �� )#.� y 
� ��� � 	��� ����	��
��� 6��	��
y � Imp(V, χG) \ Core(V, χG)�

�
�	� Core(V, χG) 
� ������� ����� �2
�� � �����
�� ��� S � V ��� � 	��� ����	��
�� x � Core(V, χG)
��	� ���� x(S) = χG(S) ��� xu < yu ��� ����� u � S� ��� �� 	��
� ���� S \ {v} �= �� (� ���� ��
��
��

��� ���� 
���� S \ {v} = �� �
�	� S �= �� �� ���� S = {v}� (���� 
� ������� ����

χG({v}) = xv )�
�	� χG(S) = x(S).

< yv )�
�	� xu < yu ��� ����� u � S.

� χG({v}) )�
�	� y � Imp(V, χG).�

(�
� 
� � 	������
	�
��� ���	� ��� 	��
� ��������

%�
�� ��	� �� ��� 
���� �� D���� A�#� �� ����
�

χG(S) = x(S)

= x(S \ {v}) )�� )#..

< y(S \ {v}) )�� ��� 	��
	� �� x ��� ��� 	��
� �����.

� x̂(S \ {v}) )�� ��� 	������	�
�� �� y.

� χG(S \ {v}) )�
�	� x̂ � Core(V, χG).

� χG(S) )�� D���� "�#)�..�

&
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� 
� � 	������
	�
��� �
(���� ��� �� 
���� ��� �����
� 
��� �� ��� ��������

�	

� 
� ��� 
������ ��	� 
� ���
	�� ���� 4����� ���� (V, χG) ��� � ������ 	���� J� D����
A�#� ��� ����� v � V ����� �2
��� � 	��� ����	��
�� x � Core(V, χG) ��	� ���� xv > 0� �� ��� ����� �����
�� *��
��
�
�� "�#� x 
� � 	����2 	���
���
�� �� ��� 	����	���
��
	 ��	���� �� ��2
��� 	�
'��� �� G�
(��������� �� ����� ��� ��2
��� 	�
'�� �� G ���� 	����
� v� �
9� ����� �� 
���� ��� 
� 
���� �� ���� ���� ���� �������

����� ��� ��� G = (V, E) �� � 
	��� #��� χ(G) = ω(G)� "��� ���	� ������ � �������� ��������
���� ��� I � V ���� ���� K � I �= � ��	 ���	� ������� �
���� K �� G�

�	

�� ?���
��� � �
�
��� 	����
�� �� G ��� ���� ��� ����
	�� 	������ �� �� 
����
	�� 	����� 1�����
�� I ��� ��� �� ����� ����
	��� J� ��� 	������	�
��� I 
� � �����
�� 
���
������ ���� �� ��� �����
����� 
� ��	� ��2
��� 	�
'�� K �� G ��� 	����� ���� �� 	���� G 	�� �� ����� �
�	� χ(G) = ω(G) = |K|�
������� ����� ��2
��� 	�
'�� 
������	�� I� (���� I 
� � ���
��� 
���
������ ���� �
6��� 
� ������� ������

����� ��� ��� G = (V, E) �� � ��	���� 
	��� ��� �������	 ��� ������� ��
�	��
 
��� (V, χG)�
"��� ��	 ���	� y � Imp(V, χG) \ Core(V, χG) ���	� ������ � �������� ����������� ��� I � V ����
���� y(I) > χG(I) ��� yv > 0 ��	 ���	� v � I�

�	

�� 0
2 y � Imp(V, χG) \ Core(V, χG) ���
����
��� ��� ��;�� 
 := {S � V | y(S) > χG(S) ��� yv >

0 ��� ����� v � S}�

0
���� ���� ���� 
 �= �� (� ��� ��
�� �
�	� y � Imp(V, χG) \ Core(V, χG)� ����� �2
��� T � � V ��	� ����
y(T �) > χG(T �)� D�� T := T � \ {v � T � | yv � 0}� (���� 
� ����� ���� y(T) � y(T �) > χG(T �) � χG(T)�
)(�� ���� 
��'���
�� 
� ��� �� T � T � ��� D���� "�#)�.�. �
�	� yv > 0 ��� ��	� v � T � 
� ������� ����
T � 
� (�
� 
�
�
�� ���� 
 
� �����
���

?����� S � 
 �� �
�
��� �
/�� �
�	� G 
� 
����	�� �� ���� χ(G[S]) = ω(G[S])� J� D���� A�7�
����� �2
��� � �����
�� 
���
������ ��� I � S ��	� ���� ��� ����� ��2
��� 	�
'�� K �� G[S] �� ����
K � I �= �� ���� �� 	��
� ���� I � 
� )(�
� 
����� ��� ������. 0
��� �� ���� �
�	� I � S� 
� ����� ����
yv > 0 ��� ����� v � I� 6��	� 
� ��Æ	�� �� ���� ���� y(I) > χG(I)�

�
�	� I 
������	�� �
�� ����� ��2
��� 	�
'�� �� G[S]� �� 	�� ��� ���� ω(G[S \ I]) < ω(G[S])� �
�	�
G 
� 
����	�� ��
� ����� ����

)7. χG(S \ I) < χG(S).

�
�	� I 
� �����
��� �� ���� |S \ I| < |S|� J� ��� �
�
���
�� �� S� 
� ����� ����

)". y(S \ I) � χG(S \ I).

���� �� ����
� ��� ������
���

y(I) = y(S) − y(S \ I) )I � S.

> χG(S) − χG(S \ I) )S � 
 ��� )"..

� 1 ))7. ��� ��� 
�������
�� �� χG.

= χG(I) )D���� "�#)�..�

(�
� 	��	����� ��� 
����� �
���� �� ��� ����� �� 
���� ��� 
� 
��� �� (������ A�#�

�	

� 
� ��� �� ��	� 
� ���
	�� ���� D�� y � Imp(V, χG) \ Core(V, χG)� (���� �� D���� A�"�
����� �2
��� � �����
�� 
���
������ ��� I � V ��	� ���� y(I) > χG(I) = 1 ��� yv > 0 ��� ����� v � I�
1����� �� � ��� ��� �� ��2
��� 	�
'��� �� G� (� ����� �����2 v � I� �� ���
�� � ��2
��� 	�
'��

I



K(v) � � ��	� ���� v � K(v)� ��� ;2 ��
� ���
������� J� ��� �����
�
��� ��
� ���
������ K : I→ � 
�
�������;���� ��� ����������� 
�,�	�
�� �
�	� I 
� �� 
���
������ ����

0�� ����� K � �� ���

λK :=

⎧⎨⎩
yv

y(I)

� K = K(v) ��� ���� v � I�

0 ������
���

�
�	� ��� ���
������ K 
� 
�,�	�
��� ��� ����� λK 
� �������;���� (���� ��� ��	� K � �� �� ����
0 � λK � 1 �
�	� yv > 0 ��� ����� v � I ��� y(I) > 1 �� ��� 	��
	� �� I �
�� D���� A�"� ��� yv � 1

��� ����� v � I �� D���� "�#)�. ��� ��� ��;�
�
�� �� �� 
�
����
��� 0����������� �� 	�� 	��	� ����∑
K�� λK = 1� (��������� 
� �� ��� x :=

∑
K�� λK1K� ���� 
� ����� ���� x � Core(V, χG) �� *��
��
�
��

"�#�

9� v � I� ���� xv = λK(v)� (�
� 
� ��	���� v �� K(u) ��� u � I \ {v}� (��������� 
� v � I� ����

xv = λK(v) =
yv

y(I)
< yv,

�
�	� y(I) > 1� 0����������� 
� ����� ����

x(I) =
∑
u�I

xu =
∑
u�I

λK(u) = 1 = χG(I).

(���� x 
� �� �

��
�
��� 	��� ����	��
�� ��� ���	� ��� 	��� 
� ������� �

4.2 Exactness, extendability, and core largeness

�� 
���� ���� �2�	������ �2������
�
�� ��� 	��� ��������� ��� �'�
������ ��� �
�
��� 	����
�� ����� ��

����	� ���
��� (�
� 
� ���� 	����	���
/�� 
� ����� �� ���
��� ��� ������
/�� �� ��� ������
�� ��������

���
	�� ��� ��� G = (V, E) �� � ��	���� 
	���� "��� ��� ��

�#��
 ���������� �	� ������
����

)�. "�� ������� ��
�	��
 
��� (V, χG) �� ������

)�. "�� ������� ��
�	��
 
��� (V, χG) �� ��������
��

)	. "�� ��	� Core(V, χG) �� 
�	
��

)�. $��	� �
���� �� G �� ��������� �� � ������� �
���� �� G�

0
��� ���
	� ���� ��� 
�
�
	��
�� <)	. ⇒ )�. ⇒ )�.= 
� ���� ��� ��� �
��� �� ����� !#G$� 9� ����
�� ��

���� <)�. ⇒ )�.= ��� <)�. ⇒ )	.�=
D�� �� ;��� 
���� <)�. ⇒ )�.�=

�	

� 
� )�. ⇒ )�. 
� ���
	�� ���� D�� G = (V, E) �� � 
����	� ���
� ��	� ���� (V, χG) 
� �2�	��
D�� S �� � 	�
'�� �� G� (���� �� ��� ��;�
�
�� �� ��� �2�	������ ����� �2
��� x � Core(V, χG) ��	� ����
x(S) = χG(S) = |S|� 1����
�� �� � ��� ��� �� ��2
��� 	�
'��� �� G� �� *��
��
�
�� "�#� �� 	�� �2
����
x ��

)A. x =
∑
K��

λK1K,

G



G1 G2 G3

0
���� 7C F2��
����

����� λK � 0 ��� ����� K � � ���
∑

K�� λK = 1� (���� 
� ����� ����

|S| = x(S) =
∑
K��

λK1K(S) )�� )A..

=
∑
K��

λK|S � K|

�
∑
K��

λK|S| )�
�	� S � K � S.

= |S|
∑
K��

λK = |S| )�
�	�
∑
K��

λK = 1.�

��� ��� �'���
�� ����� ���������� ��� �2
����
���� ����
�� ���� S � K = S ��� ��	� K � � �
�� λK > 0�
(���� S 
� 	����
��� 
� � ��2
��� 	�
'�� �� G� �
(� ���� <)�. ⇒ )	.�= �� ��� ���� ���� ��	��� (�� ;��� ��� 
� ��� �� ��� %�������� *������ �

+�
,�
���� !"-$� 0�� � 	��� ���� (N, γ)� ���

L(N, γ) := {y � R
N | y(S) � γ(S) ��� ����� S � N},

��� 	��� 
� ��� ��� �� 
�#�	 �����	��

����� ��� ����  �����
�! �
���	
 " #��$���	
� ��%�� ��� (N, γ) �� � ��
����� ���� 
����
"��� (N, γ) ��� � 
�	
� ��	� �� ��� ��
� �� y(N) � γ(N) ��	 �

 ���	��� ������ y �� L(N, γ)�

9� ����� �� �

�� D���� A�A �� ��� ����
��� �� ���� �� ���� ��� �2����� 
�
��� �� L(V, χG) ��� �

����	� ���
� G� (� ���
 ��� 	��	������
��� �� 
���
��� ��� 
���� �� ��� ��2� ����� �� 4

���
2 4�

����� ��� ��� G = (V, E) �� � ��	���� 
	���� "��� ���� ���	��� ����� �� L(V, χG) �� ��� ���	���
��	����� �����	 �� � ������
 �
���� �� G�

4���� �
�� D����� A�A ��� A�&� �� ��� ���� �� ���� <)�. ⇒ )	.�=
�	

� 
� )�.⇒ )	. 
� ���
	�� ���� D�� G �� � 
����	� ���
� ��	� ���� ����� 	�
'�� 
� 	����
��� 
�
� ��2
��� 	�
'�� �� G� ?����� �� �2����� 
�
�� �� L(V, χG)� J� D���� A�&� ��
� 
� ��� 	����	���
��
	
��	��� �� ���� ��2
��� 	�
'�� K �� G� ������� ��
� �2����� 
�
�� 
� 1K� J� ��� �����
�
��� K 
� �
��2
��� 	�
'�� �� G� (��������� 
� ����� ���� 1K(V) = |K| = ω(G) = χG(V)� 6��	�� �� D���� A�A�
��� 	��� 
� ������ �
(�
� 	��
����� ��� 
���� �� (������ A�7�

D�� �� ���� �� ��� �2��
��� 
� 0
���� 7� 4�� �� ����� ����� ���
�� G1� G2 ��� G3 ��� 
����	�� ���
��� ��
������ ��� ��� ��2
��� 	�
'���� 9� G1 ��� �
������� �����2 ���� ��� ������ �� ��� ���� ��
������
(��������� ��� �� (������ A�#� ��� �
�
��� 	����
�� ���� �� G1 ���� ��� ���� � ������ 	���� �� 
� 
�
��� �2��������� �2�	�� ��� ��� � ����� 	��� ��� �� (������ A�7� 9� G2 ����� �����2 ������� �� � ��
������
������� ��� �
���� ���� )��
	� 
� � 	�
'�� �� �
/� 7. 
� ��� 	����
��� 
� ��� ��
������ (��������� ���
�
�
��� 	����
�� ���� �� G2 ��� � ������ 	���� ��� 
� ��� �2��������� �2�	�� ��� ��� � ����� 	���� 9�
G3 ��� ����
	�� ��� ����� �
� �� ��
������� 6��	�� ��� �
�
��� 	����
�� ���� �� G3 ��� � ����� 	��� )��
� 	����'���	� ���� ��� � ������ 	���.� ��� 
� �2�������� ��� �2�	��

5



5 Algorithmic aspects

9� ��
� ��	�
��� ��
�� ��� �������� �� ���� ����
��� �������� �� �
�	��� ��� �����
���
	 
����� ���
�
�
��� 	����
�� ������ (�� ;��� 
������ �� 	���
��� 
� ��� ������
���

Problem: &
	� '��(����� �
	 ��	��)�  	���


Input: 4 
����	� ���
� G = (V, E)�
Question: 1��� ��� �
�
��� 	����
�� ���� (V, χG) ���� � ������ 	���M

���� �� ���	�
�� �� �����
��� ��
	� ����� ��� ������
�� ��������

���
	�� ��� "�� �	��
�� &
	� '��(����� �
	 ��	��)�  	���
 ��� �� ��
��� �� ��
������

�����

�	

�� ?���
��� ��� ������
�� �����
����

Algorithm: 4 
������
����
�� �����
��� ��� &
	� '��(����� �
	 ��	��)�  	���


Input: 4 
����	� ���
� G = (V, E)�
Output: <B��= 
� (V, χ(G)) ��� � ������ 	���> <��= ������
���

Step 1: K← � ��2
��� 	�
'�� 
� G>
Step 2: M← |V |>
Step 3: foreach �����2 v � V

Step 3.1: ��� � ��
��� ��	��� w � R
V �� wv ←M ��� wu ← 1 )u � V \ {v}.>

Step 3.2: Kv ← � ��2
��� ��
��� 	�
'�� 
� G �
�� ���
�	� �� w>
Step 3.3: if |Kv| < |K| then return <��>=

Step 4: return <B���=

D�� �� 
���� ���� ��� �����
��� ����� 
� 	����	�� (�� ;��� ��������
�� 
� ���� 
� ��	� <������	�= ���

)���
 ". �� 	��
��� � 	�
'�� Kv �� ��2
��� �
/� ��
	� 	����
�� v� (��� 
� ,��� ��	���� M 
� �����
)��� 
� 
� ��� 
�
������ ��� M �� �� �2�	��� |V |� 9� 	�� �� ������ ��� ���� �� 
������
���� ��������.
���� 
� |Kv| < |K|� ���� �� 	�� ��� ���� � ��2
��� 	�
'�� 	����
�
�� v 
� ��� � ��2
��� 	�
'�� �� G�
������� v 
� ��� 	����
��� 
� ��� ��2
��� 	�
'�� �� G� (���� �� (������ A�#� ��� ���� ���� ��� ����
� ������ 	���� �� ��� ����� ����� 
� |Kv| = |K| ��� ��� v � V � ���
� �� (������ A�#� ��� ���� ��� � ������
	���� (�
� 	��
����� ��� 
���� �� ��� 	����	������

���� �� �
�	��� ��� ����
�� �
�� �� ��� �����
���� ?��
��
�� � ��2
��� ��
��� 	�
'�� 
� � 
����	�
���
� 	�� �� ���� 
� 
������
�� �
�� !#I$� ��� ���
� # ��� "�7 	�� �� �2�	���� 
� 
������
�� �
���
���
 7 
� ���� ;��� 9� ��� <������	�= ���
� ���
 "�# 	�� �� ���� ��
����� (�� 	���
�
�� 	��	� 
� ���
 "�"

� ����� (�� ������ �� 
�����
��� �� ��� ������	� ���
 
� �� ���� |V |� 6��	�� ��� ������� ����
�� �
�� 
�
���
����� �� |V | + 1 �2�	��
��� �� ��� ��2
��� ��
��� 	�
'�� 	��
����
�� 
� � 
����	� ���
�� ��
	�

� ������� �� � 
������
�� 
� ��� �
/� �� 
�
��� �
��2�� �� �
�	��� ��� ������
�� ����� 
��������

Problem: *+���,�(����� �
	 ��	��)�  	���

Input: 4 
����	� ���
� G = (V, E)�
Question: 9� ��� �
�
��� 	����
�� ���� (V, χG) �2��������M

Problem: *+�)���

 �
	 ��	��)�  	���

Input: 4 
����	� ���
� G = (V, E)�
Question: 9� ��� �
�
��� 	����
�� ���� (V, χG) �2�	�M

Problem: &
	� ��	-���

 �
	 ��	��)�  	���

Input: 4 
����	� ���
� G = (V, E)�
Question: 1��� ��� �
�
��� 	����
�� ���� (V, χG) ���� � ����� 	���M

(����� �� (������ A�7� ����� 
������� ��� �'�
������ �� ��� ������
�� 
�������
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Problem: '�.� */0����� 
� � 1�+��0� &��/0� ��, � 1����0� 1�+���� &��/0�
�� ��	��)�  	���


Input: 4 
����	� ���
� G = (V, E)�
Question: 1� � ��2
��� 	�
'�� ��� � �
�
��� ��2
��� 	�
'�� 
� G ���� ��� ���� �
/�M

(�
� 
������ ����� ��� �� �� 	��*�	��
�����

���
	�� ��� "�� �	��
�� '�.� */0����� 
� � 1�+��0� &��/0� ��, � 1����0� 1�+����
&��/0� �� ��	��)�  	���
 �� ���������
���� %���������
� *+���,�(����� �
	 ��	��)�
 	���
 *+�)���

 �
	 ��	��)�  	���
 ��� &
	� ��	-���

 �
	 ��	��)�  	���
 �	� �����
����
����

�	

�� D�� G = (V, E) �� � �
��� 
����	� ���
�� (� 
���� ��� ��������

 
� 	��*� �� �
�� �

������
����
�� 	��	����� 	���
;	��� ��� � 
����	� ���
� �
�� <��= ������� (�� 	���
;	��� 	���
��� �� �

�
� �� � ��2
��� 	�
'�� K ��� � ��2
��� 	�
'�� K � �� G ��	� ���� |K| > |K �|� �� 	�� 	��	� ���� K 
�
������ � ��2
��� 	�
'�� 
� 
������
�� �
�� )�
�	� � ��2
��� 	�
'�� 	�� �� ����� 
� 
������
�� �
��
��� � 
����	� ���
� !#I$. ��� ���� K � 
� � ��2
��� 	�
'�� 
� 
������
�� �
�� )�� ����
�� K � 	 {v} 
� ���
� 	�
'�� ��� ��� v � V \ K �.� �
�	� ��� �
/� �� � �
�
��� ��2
��� 	�
'�� 
� �� ���� |K �|� ���� ���� �
	���
;	��� �� <��= �������

4 
������
����
�� ����	�
�� ���� '���
���(����� 
������ 
� 
�	����� 
� 4

���
2 J� ��
	� ����
����� ��� ���� �
�� �� � ������ �� L�����
	� !"&$� �
(������ &�7 
�
�
�� ���� �� 	����� ��
� ��� � 
������
����
�� �����
��� ��� '�.� */0����� 
�

� 1�+��0� &��/0� ��, � 1����0� 1�+���� &��/0� �� ��	��)�  	���
� 6������� �� �
���
���� �� ����
� �� �����
��� ��
	� ���� ��� 
� 
������
�� �
�� ��� ��
�� 
� � ���������� ������ ��
�
��� ��� ��������
�� ��� ��
� �

���	� 
� �� ��� �� ��������
�� �����
���� %
��� � 
����	� ���
� G

�
�� n ����
	��� �� �����
��� ��  ��
�� � N�� !77$ ���������� ��� ��2
��� 	�
'��� �� G 
� O(nω)
�
�� 
�� ���
��� ����� ω 
� ��� ���	����� ����
2 ����

�
	��
�� �2
����� )	�������� ω < 2.376 ��� ��
?�

����
�� � �
������ !&$.� ���� ���� ���
� �����
��� ���� ����� ��� ������� )
���� ��� ��	�����
��

����	�. ���
��� �
�	� ����� ��� �� ���� 3n/3 ��2
��� 	�
'��� 
� � ���
� �
�� n ����
	��� �� �����
��  ��� �  ���� !7"$� ������� ��
� ��������
�� ����� O(3n/3nω) �
��� 1��
�� ��� ��������
��� ��
	�� ���
 ���	� �� ��� ��2
��� �
/� ��� ��� �
�
��� �
/� �� ��2
��� 	�
'���� 4���� ��� ��������
��

� 	��
������ �� 	�� 	��	� ���� ��� ��2
��� �
/� ��� ��� �
�
��� �
/� ��� �'��� �� ��� ��
����� 9�
��
� ���� �� 	�� ����� '�.� */0����� 
� � 1�+��0� &��/0� ��, � 1����0� 1�+���� &��/0� ��
��	��)�  	���
 
� O(3n/3nω) �
��� �
�	� 31/3 < 1.443� �� ����
� ��� ������
�� ��������

���
	�� ��� "�� �	��
�� '�.� */0����� 
� � 1�+��0� &��/0� ��, � 1����0� 1�+����
&��/0� �� ��	��)�  	���
 ��� �� ��
��� �� O(1.443nn2.376) ����� %���������
� *+���,�(�����
�
	 ��	��)�  	���
 *+�)���

 �
	 ��	��)�  	���
 ��� &
	� ��	-���

 �
	 ��	��)�
 	���
 ��� �� ��
��� �� ��� ���� ���� ����
������

�� �
��� ��
�� ���� ��� �
�� 	��
��2
�� O(1.443nn2.376) 
� ��� �		�
������ ��� ��� �� ����
/� ����
��
� 
� ��	� ���� ���� ��������
�� ��� 2n �����2 �������� �
�	� ��� ���
� �� 2n ���
��� 3n/3 
� �

��2
�
������ 1.387n� ��� �����
��� ���� �2
�����
���� ������ ���� ��������
�� �� 2n �������� ����
�
�� ��	�
�����
���� 
� � �	�
� �� �2
�����
�� �����
���
	�� ����
���� !""� "A$ ������� ���� �� ��� ��	��
'��� 
�
��
� ;����

(������� &�7 ��� &�" ���� �
�� 
����	� ���
�� 
� �������� ���� ��� �� �
�	��� ���� �
�	
�� 	���� ���
��
	� ��� 
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Problem: 1����0� 1�+���� &��/0�
Input: 4 ���
� G�
Feasible solution: 4 ��2
��� 	�
'�� K �� G�
Objective:  
�
�
/� |K|�

(���� ��� ���� 	������ �� 
����	� ���
�� ��� ��
	� �� 	�� ����� 1����0� 1�+���� &��/0� 
�
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��� (��� 
�	���� ��� �

���
�� ���
�� )����.� ��� 	��
����
�
�� ���
�� !#8$� ��� 	������
���
�� !#"$� ��� ��� 	��
������� �� 	������ ���
�� !#7$� )��� ���� �� ���
	�� �� H����	� !#5$�. 0�� �����
	������ �� ���
��� �� �� ������� ��������� �� 	�� 	��	���� ��� ������
���

���
	�� ��� %������	 � �
��� �� ��	���� 
	���� ��	 #���� 1����0� 1�+���� &��/0� ��� ��
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������
 ����� ��	 ���� �
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Input: 4 �

���
�� ���
� G�
Question: 1� � ��2
��� 
���
������ ��� ��� � �
�
��� ��2
��� 
���
������ ��� 
�
G ���� ��� ���� �
/�M

D�� �� ���� ���� ��������
���� 4����� ���� ��� �

���
�� ���
� G = (U 	 V, E) 
� � BF� 
�����	�
�� ��� 
������ ������ (���� �
����� ���� �� �������
��� �� ��� ������� ������ ���� G ��� �� 
�������
�����2 )
���� � �����2 �
�� �� 
�	
���� ����.� (��� 
� ��	���� 
������� ����
	�� ��� 	����
��� 
� ���
��2
��� 
���
������ ���� 4���� �����
�� ����� �� 	�� ��� ���� 
� ��� ���
� G� ��� ���� U ��� V ���
��2
��� 
���
������ ����� (���� �
�	� G 
� � BF� 
�����	� �� ��� 
������ ������ 
� ���� ���� ����
|U| = |V |� ��� �� 	�� ������� ���� G 	����
�� � 
����	� ���	�
��� )6���� � �������
 
� �� ���� ������
M �� G ��	� ���� ����� �����2 �� G ������� �� �� ���� ��� ���� �� M� 4 ���	�
�� 
� ������� 
� 
�
��� � ��2
��� �
/� ����� ��� ���	�
���� 4 ���	�
�� 
� ��	���� 
� ����� �����2 �� G ������� �� �2�	���
��� �� ��� ������. (��� 
� ��	���� �� ��� HO��
�PF����Q��� ������� )��� ��� �2��
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/� �� � ��2
��� ���	�
���

��� ���� G 
� � BF� 
�����	� ��� ��������� �
�� 
� |U| )�
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� � ��2
��� 
���
������ ���. ��� ���
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� |U| + |V | − m = 2|U| − m ����� m 
� ��� �
/� �� � ��2
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��� (���������
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�
���� 4 �

���
�� ���
� G = (U 	 V, E) 
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���
	�� ��� ��� G = (U	V, E) �� � ����	���� 
	��� #��� � ��	���� �������
� %����� �� �	���	�	�
��	���� �������
 M � E �� G� "��� ���	� ������
 ����������� ��� �� G �� � ������� ��������
���� ��� �� G �� ��� ��
� �� ��	 ���	� ��
� {u, v} � M ��� 
	��� ������� �� N(u)	N(v) �� ����
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(�
� ������� 
� ��� �� 4��R���� *�������/� �	���� � ���/� !#$�
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���� ��

��� ���� ����� �2
��� �� ���� {u, v} � M ��	� ����
N(u) 	 N(v) ���� ��� 
���	� � 	��
���� �

���
�� ���
�� �
����� ���� �� �������
��� ������ ����
u � U ��� v � V � (���� ����� ��� �� �2
�� � 
�
� �� ����
	�� x � N(u) ��� y � N(v) ��	� ����
{x, y} �� E� D�� z � U �� � ��
'�� �����2 ��	� ���� {z, x} � M� ��� w � V �� � ��
'�� �����2 ��	�
���� {y, w} � M� ?����� � ��2
��� 
���
������ ��� W �� G 	����
�
�� ���� x ��� y� (��� �� 	��
��� ���� W 	����
�� �� ���� ��� �����2 �� ��	� ���� 
� M \ {{u, v}, {z, x}, {y, w}}� 6��	�� 
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|W| � |M| − 3 + 2 = |U| − 1 < |U|� ����
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��� 
���
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���
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� � ��2
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��� �
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���
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� � 
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��� � ��
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�
�
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A Proof of Lemma 4.5

6��� 
� ��� �

���
2� �� 
�	���� ��� 
���
���� 
���� �� D���� A�&�

D�� G = (V, E) �� � 
����	� ���
�� 0
���� ��� �� �������� ��� ��;�
�
�� �� L(V, χG)C

L(V, χG) := {y � R
V | y(S) � χG(S) ��� ����� S � V}.

�� ���� �� � �
�
��� 
��������� ��;��� �� �������C

L �(V, χG) := {y � R
V | y(I) � 1 ��� ����� 
���
������ ��� I � V �� G}.

���� �� 	��
� ��� ������
���

����� 4�� !� ��
�� ���� L(V, χG) = L �(V, χG)�

�	

�� �
�	� χG(I) = 1 ��� ����� �����
�� 
���
������ ��� I �� G )�� D���� "�#)�..� 
� ����� ����
L(V, χG) � L �(V, χG)� (� ���� ��� ����� �
��	�
�� �� 
�	���
�� L(V, χG) � L �(V, χG)� ��� y � L �(V, χG)�
�� ���� �� 	��	� ���� y(S) � χG(S) ��� ����� S � V �

4����� ���� χG(S) = k ��� ��� �� 	����� � �
�
��� 	����
�� �� G[S]� (���� ��
� 	����
�� �
����
� 
���
�
�� �� S 
��� k �����
�� 
���
������ ���� I1, . . . , Ik� ���� ��� ��	� i � {1, . . . , k}� �� ����
y(Ii) � 1 �
�	� y � L �(V, χG)� (��������� 
� ����� ����

y(S) =

k∑
i=1

y(Ii) �

k∑
i=1

1 = k = χG(S).
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��	�� 	���
��� ��� 	��
������G� 9� 
� ����� ���� G 
� 
����	� 
� G 
� 
����	� !#I� 7#$�

(���� �� 	�� ��
�� 
� ��� ������
�� ��� �
�	� �� 
���
������ ��� 
� G 
� � 	�
'�� 
� G ��� �
	� ������

L �(V, χG) = {y � R
V | y(K) � 1 ��� ����� 	�
'�� K � V �� G}.

(��������� �� 
���� D���� A�&� �� ���� ���� �� 
���� ��� ������
���

����� 4�� ��� G = (V, E) �� � ��	���� 
	���� "��� ���� ���	��� ����� �� L �(V, χG) �� ��� ���	�
����	����� �����	 �� � ������
 ����������� ��� �� G�

(� 
���� 4�7� �� ��� ��� ���	����� <��
�
	��
�� �����= ��� �� D��Q��/ !7#$� ��
	� ��� ���� �� 
����
��� ���� 
����	� ���
� ������� !7#$�

����� 4�� ��
�5�
. ����� ��� G = (V, E) �� � ��	���� 
	��� ��� v � V� ��� � ��# ��	��� v � ���
'��� �� �� v ��� �� �

 ��� ���
���	� �� v �� G� ("��� �	�����	� �� ��

�� � ��
�
	��
�� �� v�) "��� 
��� 	���
���
 
	��� G � �� �
�� ��	�����

�
�� ��� ��
�
	��
�� ������ �� ��� ���� �� 
���� D���� 4�7�

�	

� 
� ����� 4��� D�� y � L �(V, χG) �� �� �2����� 
�
�� �� L �(V, χG)� ��� ��� �� ������� ����
����� 	��
����� �� y 
� ���������
��� (� ��
� ��� ��

��� ���� y ��� � �����
�� 	��
������ (����
��;�� ��� ��	���� y(1) ��� y(2) ��

y(1)
v :=

{
yv 
� yv � 0�

0 
� yv < 0�
��� y(2)

v :=

{
yv 
� yv � 0�

2yv 
� yv < 0�
)&.
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&���� �� (�� ��� ��	���� y(1) ��� y(2) ������ �� L �(V, χG)�

�	

� 
� &���� �� ?����� �� ���
����� �����
�� 	�
'�� K � V �� G� ��
	� 
� �� 
���
������ ��� ��
G� D�� K � := {v � K | yv � 0} ��� K �� := K \ K �� ���� ���� K � ��� K �� ��� ���� 	�
'��� �� G �
�	� � ������
�� � 	�
'�� 
� ������ � 	�
'��� (���� 
� ����� ����

y(1)(K) = y(1)(K �) + y(1)(K ��) = y(1)(K �) = y(K �) � 1,

���

y(2)(K) = y(2)(K �) + y(2)(K ��) � y(2)(K �) = y(K �) � 1.

(�
� 	��
����� ��� 
���� �� ��� 	��
�� �
0����������� �� 	�� 	��	� ���� y �= y(1)� y �= y(2) ��� y = (y(1) + y(2))/2� (��������� y 
� ��� ��

�2����� 
�
�� �� L �(V, χG)�

���� �
�	� ��� 	������
��� ��;�
�� L �(V, χG) ���� 
������� 	��Æ	
����� �� 	�� ��� ���� y 
� ���
�����
(��������� ����� �2
��� � ������� ������ m ��	� ���� z := my � 0 
� �� 
������� ��	����

�� 	������	� � ��� ���
� G � ���� G �� ��
�
	��
���  ��� �
�	
;	����� �� ��
�
	��� ��	� �����2 v � V


� G 
��� zv ����
	�� v1, v2, . . . , vzv � )9� zv = 0� ���� �� ������ v ���� G�. J� D���� 4�"� ��� ������
��
���
� G � 
� ���� 
����	�� D�� Uv := {v1, . . . , vzv }� )9� zv = 0� ���� �� ��� Uv = ��. ���� ���� Uv 
� �
	�
'�� �� G ��

D�� K � �� � ��2
��� 	�
'�� �� G �� ��� ��� K �� := {v � V | K � � Uv �= �}� (��� K �� 
� � 	�
'�� �� G�
��� 
� ����� ����

χ(G �) = ω(G �) )�
�	� G � 
� 
����	�.

= |K �| )�
�	� K � 
� � ��2
��� 	�
'�� �� G �.

=
∑
v�V

|K � �Uv| )�
�	� {Uv : v � V} 
���
�
��� ��� �����2 ��� �� G �.

=
∑

v�K ��

|K � �Uv| )�� ��� 	������	�
�� �� K ��.

�
∑

v�K ��

|Uv| )�
�	� K � �Uv � Uv.

= z(K ��) )�� ��� 	������	�
�� �� Uv.

= my(K ��) )�� ��� 	������	�
�� �� z.

� m 
 1 = m )�
�	� y � L �(V, χG) ��� K �� 
� � 	�
'�� �� G.�

)���� ���� 
� ��� ;��� �
�� ��� �'���
�� �	������ ������ ��� ��� 
��'���
�� 
� ������ ��� ��� 
��
����.
6��	�� G � 	�� �� 	������ �� m 	������ D�� �� 	���� G � �� � 	���� ��� {1, . . . , m}� ��� ;2 ��	� � 	����
��
f :

�
v�V Uv → {1, . . . , m} �� G �� 0�� ��	� i � {1, . . . , m}� ��� Ii �� ��� ��� �� ����
	�� v �� G ��	� ���� Uv

��� � �����2 	������ �� i� ������� Ii := {v � V | ����� �2
��� � �����2 u � Uv ��	� ���� f(u) = i}�

&���� �� 0�� ����� i � {1, . . . , m}� Ii 
� �� 
���
������ ��� �� G�

�	

� 
� &���� �� 0�� 	������
	�
��� ��

��� ���� ����� �2
��� i � {1, . . . , m} ��	� ���� Ii 
� ��� ��

���
������ ��� �� G� J� 	������	�
��� ��
� ����� ���� ����� �2
��� � 
�
� �� ��,�	��� ����
	�� a, b �� G
��	� ���� Ua ��� Ub ���� ����
	�� 	������ �� ��� ���� 	���� i� 6������� �
�	� a ��� b ��� ��,�	��� 
�
G� ��� ����
	�� 
� Ua ��� ��,�	��� �� ��� ����
	�� 
� Ub 
� G �� �� ��� 	������	�
�� �� G �� (��������� ���
	����
�� 
� ��� � 
��
�� 	����
��� (�
� 
� � 	������
	�
��� �
�� ��� ��	� �� ��� 
���� �� D���� 4�7� �
�	� Uv 
� � 	�
'�� �� G �� f 	����� ��� ����
	�� 
� Uv ��

�
������ 	������ (��������� ��� ��	� v � V � �� ���� zv = |Uv| = |{i � {1, . . . , m} | v � Ii}|� (���� 
� �����
���� z =

∑m
i=1 1Ii � ����
�� ����

y =
1

m
z =

1

m

m∑
i=1

1Ii .

�
�	� 1Ii � L(V, χG) ��� ����� i � {1, . . . , m}� �� ��� ���� y �� � 	����2 	���
���
�� �� ��	���� 
�
L(V, χG)� 6������� �
�	� y 
� �� �2����� 
�
�� �� L(V, χG)� m ���� �� 1 ��� ���� y = 1I ��� ����

���
������ ��� I �� G�

#A



0
������ �� ���� �� 	��	� ���� ��	� �� 
���
������ ��� I �� G 
� ��2
���� (� ���� ����� ��

���
���� (���� ����� �2
��� � ��2
��� 
���
������ ��� J ��	� ���� I � J� (�
� 
�
�
�� ���� 1I � 1J� ����
	���
��� ��� ������
�� ��	��� ŷ � R

V ��;��� ��

ŷv :=

{
(1I)v 
� v � I�

−(1J)v 
� v �� I�

(���� �� 	�� ��� ���� ŷ � L(V, χG) �
�	� ��� ��	� �����
�� 	�
'�� K � V 
� ����� ����

ŷ(K) = ŷ(K � I) + ŷ(K \ I) = 1I(K � I) − 1J(K \ I) � |K � I| − 0 � 1.

0����������� 
� ������� ���� 1I = (1J + ŷ)/2� (��������� 1I 	����� �� �� �2����� 
�
�� �� L(V, χG)�
(�
� 	��	����� ��� ����� 
���� �� D���� 4�7� ���� �� D���� A�&� �

B Completion of the proof of Theorem 5.2

(� 
���� ��� 	��*�	��
�������� �� '�.� */0����� 
� � 1�+��0� &��/0� ��, � 1����0� 1�+����
&��/0� �� ��	��)�  	���
� �� ��� ��� ���
�;��
�
�� 
������� 4 ���
��� ��	���
� 
� � ���
���� x ��
	�
����� ��� ����� �
���� 0 �� 1� 4 
���	�
 
� � ������� ���
���� x �� 
�� �����
�� ¬x� ���� x ����� ��� �����
0 ��� 1� ��� �����
�� ¬x ����� ��� ����� 1 ��� 0 ���
�	�
���� )�� ��� ����� 
� :


�� 
� ��� �����
��.� D��
S �� � ��� �� ������� ���
������ 4 �
���� ���� S 
� � ��� �� �
������ ���� S� ����� {x, y, ¬z}� 4� ���
������
α : S→ {0, 1} �� ��� ������ �������� � 	����� C ���� S 
� �� ����� ��� �� ��� �
������ 
� C ����� ��� ����� 1�

Problem: '���
���(�����

Input: 4 ��� S �� ������� ���
����� ��� 	������ C1, . . . , Cm ���� S�
Question: 1��� ����� �2
�� �� ���
������ α : S → {0, 1} ��
	� ���
�;�� ��� 	������
C1, . . . , CmM

(�� 
������ '���
���(����� 
� �*�	��
���� !I� 7-� #A$�

���� �� ����	� '���
���(����� �� '�.� */0����� 
� 1�+��0� &��/0� ��, 1����0� 1�+����
&��/0� �� ��	��)�  	���
 
� 
������
�� �
��� D�� � ��� S = {x1, x2, . . . , xn} �� ������� ���
�����
��� � ��� � = {C1, C2, . . . , Cm} �� 	������ ���� S �� �
���� �� 	������	� � ���
� G ���� S ��� �� D��
�� ���
� �
�� ����
	��� 0�� ��	� ������� ���
���� xi � S� �� ��� ��� ����
	�� ui ��� u �

i� �� 	��� ui �
�������� ��	��� ��� u �

i � ��
����� ��	���� 0�� ��	� 	����� Cj � �� �� ��� ��� �����2 vj� 	����� � �
����
��	���� ��� ��� �����2 ��� �� G 
� {ui, u

�
i | i � {1, . . . , n}} 	 {vj : j � {1, . . . , m}}� D�� �� 
��	��� �� ������

0�� ��	� j, k � {1, . . . , m} �� 
�� �� ���� {vj, vk}� )9� ����� ������ ��� 	����� ����
	�� 
���	� � 	�
'��

� G�. (���� ����� ��� 	����� �
���� ��
��� 0�� ��	� i � {1, . . . , n} �� 
�� �� ���� {ui, u

�
i}� )9� �����

������ � 
��
�
�� �����2 ��� ��� 	�����
���
�� �����
�� �����2 ����� �� �����. (���� ����� ��� 	�����
����������� ��
��� 0�� ��	� i � {1, . . . , n} ��� j � {1, . . . , m} �� 
�� �� ���� {ui, vj} 
� ��� ���� 
� xi


� � �
����� 
� Cj> �
�
������ �� 
�� �� ���� {u �
i, vj} 
� ��� ���� 
� ¬xi 
� � �
����� 
� Cj� (���� ����� ���

	����� 
���	�
 ��
���

���� �
����� ���� �� �������
�� �� ��� ������ ���� ����� ������� ���
���� �

��� 
� �� ����� ���
	����� 
� � �� � 
��
�
�� �� � �����
�� �
����� )�
�	� 
� � ������� ���
���� ����� �

���� 
� ��� 	������ ����
��� ����� �� ��	� � ������� ���
���� ��� ����
�� �� �� �
�� ��� ���
�;��
�
�� �� �. ��� ���� �� 	����� 
�
� 	����
�� � 
��
�
�� �
����� ��� � �����
�� �
����� ���� ��� ���� ���
���� )�
�	� ��	� � 	����� 
� ���
�;��
�� ��� ���
������.� (���� �� 	�� ���� ���� ��� 	������	��� ���
� G 
� 
����	�� )(�� 
���� 
� ��
�����
��
	� 
� ��� �
Æ	��� ��� ��������. (��������� �� ��� ���� 
����	� ���
� ������� !7#$� ��� 	��
������
�� G 
� ���� 
����	�� 0�� ����� 	�����
��	�� �� ���� ������ ���� ����� �2
��� �� ����� ��� ���
������ �� S

��
	� ���� ��� ���
��� ��� 	������ 
� �� )������
��� 
� 
� ���� �� ;�� �� ���
������ ���
���
�� ��� 	�������.

0
��� ��� �� ������� ��� 
���
��� �
/�� �� ��2
��� 
���
������ ���� �� G�

����� 3�� "�� ���� �� � ������
 ����������� ��� �� G �� �����	 n �	 n + 1�

�	

�� D�� I �� � ��2
��� 
���
������ ��� �� G� �
�	� ��� 	����� ����
	�� ���� � 	�
'��� I 	�� 	����
�
�� ���� ��� 	����� �����2� ��

��� I 	����
�� � 	����� �����2� ��� vj� (���� �
�	� I 
� ��2
���� 
� ����

#&



	����
� �
���� ui �� u �
i ��� ��� i � {1, . . . , n} ��	���� �� ��� �����
�
�� ���� ����� 	����� 	����
�� ����

��� �� xi ��� ¬xi� ��� ��� ���� ��	���� �� ��� 	���
����	� ������ (��������� 
� ��
� 	��� ��� �
/� �� I 
�
n + 1� 4� ��� ��	��� 	���� ��

��� ���� I 	����
�� �� 	����� �����2� (��� ���
� I ���� 	����
� �
����
ui �� u �

i ��� ��� i � {1, . . . , n} ��� ��� ����� (��������� 
� ��
� 	��� ��� �
/� �� I 
� n� �
?���
��� ��� ������
�� 	�����
�����	� ������� �� ���
������ α �� S ��� � ��2
��� 
���
������

��� Uα �� ��� ������
� G � �� G 
���	�� �� ��� 
��
�
�� ����
	�� ��� ��� �����
�� ����
	��� (�� ��� Uα

	����
�� �
���� ui �� u �
i ��� ����� i � {1, . . . , n}� ��� ��� ����� 9� α(xi) = 1 ���� �� 
�	���� ui 
��� Uα�

9� α(xi) = 0 ���� �� 
�	���� u �
i 
��� Uα� ���� ���� Uα 
� 
����� � ��2
��� 
���
������ ��� �� G ��

��� ��� 
������ �
����
�� 
� ���� �������;���� (�� 
���� �� ��� ����� ����� ����� ���� ����� ��2
���

���
������ ��� �� G 	����
�� � ��� Uα ��� ���� ���
������ α�

4����� ���� α ���
�;�� ��� 	������ 
� �� ���� ���� �� Uα� J�	���� �� ��� �
����� ������ ����� 	�����
�����2 
� ��,�	��� �� ���� �����2 
� Uα� (�
� ����� ���� ����� ��2
��� 
���
������ ��� 	����
�
��
Uα 
� �� �
/� n ���� α 
� � ���
���
�� ���
������� �� ��� ����� ����� ������ ���� α ���� ��� ���
���
���� 	������ ��� Cj� 
� �� (���� ��� �����2 vj 
� ��,�	��� �� �� �����2 
� Uα� (��������� Uα 	 {vj} 
�

���
������� (�
� ����� ���� ����� ��2
��� 
���
������ ��� 	����
�
�� Uα 
� �� �
/� n + 1 ���� α 
�
��� � ���
���
�� ���
������� J� ��� �����
�
�� ���� ����� �2
��� �� ����� ��� ���
������ ��
	� ���� ���
���
��� ��� 	������� �� 	�� ��� ���� ��� �
/� �� � ��2
��� 
���
������ ��� 
� n + 1 
� ��	� � 	���� (����
�� ���� 
����� ��� ������
�� ������

����� 3�� "��	� ������ �� ����
����� ���������
 �

 �
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