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Example 2.1 (convex shelling).
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Example 2.2 (poset shelling).
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Example 2.3 (tree shelling).
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Example 2.4 (graph search).
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Example 2.5 (generalized convex shelling).
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3 Construction of point sets
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Lemma 4.9. | >�D P d<;tm
Q
})>b��;�Q	D�>PT�:<QR;WD�O,>�D	O�QR;02 d � d<;tm47¿})>�DaV�>�AB>.;i>.Eed!\]Qkjl>@my9.:<;�=&>@?5O�V�>)\R\]QR;�A:<;

P n Q	DaV5E�>.OqT�>@9fD�D�: Q �s� V�>.; τ § (A) = conv(A N Q) L P �f:<E A Z P �
¯



½����P�=�;³9�\¼~���s���\Å��Ó¯�¡��h�S�w�H�H�m�P�Q���=¥��S���9�H�H�7�w�������H���s�����

Lemma 4.10. | >�DM7¿})>8d»9.:<;�=&>@?4AB>@:<C$>�D	E�F�:<;
E � d<;tm S Z E �p« :<;�O.QYmB>.EsDaV�>�CsQR;t:<E/7 ´ = 7

[S, E] �� V�>.; �[n >/V�d<=&>/DaV�dlD τ §WÆ (T) = τ § (T N S) \ S
�f:<E8>@d&9fV

T Z E \ S �� Ee:,:�� � ���=�Z� �=¥��Y��� ® ���H�Q�H�Z�P�L�9�m���0�H�Z�=���=�Y�9�~���	���Q�9�t�V�P�¢�$�������9��¡P�H�+¥P�9���P�+�=¥��;�

τ § Æ (T) = Ç {X H 7 ´ : T Z X}

= Ç {X Z E : X N S H 7 , T Z X}

= Ç {Y \ S : Y H 7 , T N S Z Y}
= È Ç {Y H 7 : T N S Z Y} É \ S

= τ § (T N S) \ S.

±h�w�=¥��S�=¥P�H�	�²���������Q�H�B­9¡]�h���	���P���V�0���
X N S ��­

Y
�� Ee:,:���:�� | >.CsC6d�Ê �RË&� �¸�H�X�Q�z�9�¶�Q���=³9�F�=¥P���
�=¥��_�0�Z� ³9�0 ²�=¥����H�H���P��7 � �Z� P N Q ¥����h�=¥��_�0�H�Z�=�P�=�F�9�¬���X�;�Q�9�

τ § Æ �V� τ § Æ (B) = conv(B) L (P N Q)
���9�F���V�	¥

B Z P N Q �L���=�Z�¾¼~�����s��¨��Ó¨�¡]�=¥��\�9�������	���H��°����µ�0�Z��³9�0 
�=¥����H�H���P�67y�Z�

P
�w�H�=¥¤�	���Q�~���0�_�Q�

Q
���F�=¥P���=�V�����V��7 � [Q,P N Q]

�Y½+¥����=�����9�=�9¡����=�Z� ¼~�����s��Å���ª.-�¡��z�
¥P��³9�\�=¥P���

τ § (A) = τ § Æ (A N Q) \Q

= (conv(A N Q) L (P N Q)) \Q

= conv(A N Q) L P.
½w¥����t�0�Z�P�0���P�����t�=¥��S���=���9�d��h�Z�\�P���P������¼~�����s�V��Å���*F�V�P�$Å��Ó¯�¡ �z�e���V�$�9�P�=�������L�	¥P���	�V�0�Q���=��°7�;�Q�H�Z�s�9���=¥P�h�,�V���H�H­\�9���=���9�Q�����0�H�	�����H�=�
�9�b�\�9�������	���H��°����/�0�Z� ³9�0 /�=¥����H�H�������

Lemma 4.11. | >�Di7�mB>.;t:lD�>_DaV�>I9.:<;�=&>@?hO�V�>)\R\]QR;�As:<;
P n Q	DoVsE�>.OqT�>@9fDrD�: Q � d<;tms\
>�D C Z P d<;tm r H C �� V�>.; (C, r) H   ( 7 )

Q��4d<;tmw:<;
\]FpQ��
r H conv((C \ {r}) N Q)

d<;tm
r ¯H conv((D \ {r}) N Q)

�f:<E5d<;�FT�Ee:)T�>.E/O.�
})O,>�D
D ( C �� Ee:,:�� � ½+¥����w���t�\�P�H�=���0�t�0�Z�P�=��·��������0�Y�9�J¼~���s���V�eÅ���*��V�P�¢Å��Ó¯��

5 Proof of the main theorem
���H�	�Q�S�h�s¥���³9���Q�#�	¥P���=�µ�=¥P���

P0
�V�P�

Q0
�=���Q���Q��­¤�=¥��s�P�=���0�Z�P���H�Q�H�Z���9�e�'�9���P���	���H��°����4�0�Z� ³9�0 ��=¥����H�H������¡

�P�V�����H­
P0 L conv(Q0) = G �

Lemma 5.1. ¢ :<E P0 d<;tm Q0 9.:<;�O�DaE��
9fDU>@m1QR;wÌ�>@9fD	QY:<;�Í � Q	DKV�:!\¦m<O/DaV�dlD P0 L conv(Q0) = G��
½����=¥��;� ¼~���s����"���ªV¡��=¥P�����0 ��+�,���0�+���+�P�Q���,����¡P�t¥����	¥#�w�H�H�R�¬�S���Q���²�����Q���F�;�Z�����.�V�P�¢���Z�����]�

Lemma 5.2. | >�D V })>�d4O,>�D�:���d�Î°;i>)\]F6QR;tmB>qT�>.;tmB>.;WD{T�:<QR;WDaO/QR;p2 d d<;tm V1, V2 Z V �I­ �hDaV�>.E�>8>@?<QRO�DO,>�D	O
{αv H 2 >0 : v H V1} d<;tm {βv H 2 >0 : v H V2} :��bT�:<O.Q	DaQR=&>�;���C6})>.E�OIO.�
9fV$DaV�dlD
∑

v ¡ V1 αv =
∑

v ¡ V2 βv d<;tm ∑

v ¡ V1 αvv =
∑

v ¡ V2 βvv,DaV�>.;�Q	D�V�:!\¦m<O/DaV�dlD
V1 = V2 �

ª.-



� Ee:,:�� � ½+¥����w���t�\�P�H�=���0�t�0�Z�P�=��·��������0�Y�9�m�=¥�����¦��P�S���P�����~���P�������0�Y�9�R�=¥��S�~�9�����=�+���
V
�`w�7� �z�S�+�H�H�R�=¥P�7� ¼]��������"���ª��w�H�=¥#¼~���s����"��Ó¨��� Ee:,:���:�� | >.CsC6d5Ï �aÐ!� �����P�~�Z�Q� �=¥P��� �=¥����=� �0 ����=� �Q�Z��� ���H���������

e H E
�V�P� �=���9�Q��� �0�H�	�����H�=�

(C1, r1), . . . , (Ck, rk) H  
(
7
)
�=�P�	¥ �=¥P���

p(e)
�H�H������� �=¥��.�=�������Q�H³9�µ��� �Q���	�H�9�'�9�

conv({q(Ci, ri) : i =

1, . . . , k})
¡¶�P�V�����H­9¡��=¥P���=�S�0 ����Q�t�Q�Z���S�~�Z�Q�H�Q�H³9�$���P�\�~���	�

λ1, λ2, . . . , λk > 0
�=�P�X¥²�=¥P���

k∑

i=1

λi = 1
����� k∑

i=1

λiq(Ci, ri) = p(e).£z­��=¥����0�Z�P�Q�Q�X�P�0�Q�H�Z�.�9�
Q0

¡��h�Y¥���³9���=¥P���

k∑

i=1

λi|Ci|p(ri) = p(e) +

k∑

i=1

λi ÑÒ ∑

f ¡ Ci\{ri}

p(f) ÓÔ .
�����P�0�

p(e) Õ �t���=����¦������H­'���P�P���¬��������� ��¡¬�h�Y¥P��³9�Y�=¥P���

{ri : i = 1, . . . , k} = {e} N kÖ
i=1

(Ci \ {ri})

�P�Q���P�s¼~�����s��"��Ó¨��h¼~���L�P�w�������9�Q�
R = {ri : i = 1, . . . , k}

�J½w¥����¢�=¥��S���������Q�H�B­.���¬�;³9�Y�����P�H�H���t�=¥P���

R = R N kÖ
i=1

(Ci \ {ri}) =
kÖ
i=1

Ci.
�B¨l 

£z­#�=¥P���0�Z�P���H�Q�H�Z�P���B¼bªS t�V�P�w�B¼W(l +���µ�=¥P����� ® ���H�Q�H�Z�£�9�h���0�Z��³9�0 À�9���Z�����Q�	­9¡��=¥����	���0 ����Q�=�\���=���P�,�V���H�H­
{Xj : j = 0, 1, . . . , n} Z 7 �=�P�X¥4�=¥P���

X0 ( X1 ( ×.×.× ( Xn
�����

|Xi| = i
���9�����V�	¥

i = 0, 1, . . . , n
��b�Q�~���0�����H�H­9¡

X0 = G ����� Xn = E
�b���U s�	�P�	¥��S�=�P�P���V���H�H­

{Xj : j = 0, . . . , n}
�J½+¥������=¥P���=�t�0 ����Q�=�
�S�P�P��·����

���P���0 
j � �	�P�	¥.�=¥P���

|(E \ Xj
Æ ) L R| = 1

�S¼~���F�P�F�=��­
(E \ Xj

Æ ) L R = {r}
�S���=�Z� �=¥��$���������Q�H�B­0�B¨l =¡]�=¥����=�

�0 ����Q�=�w�Y�=���9�Q���¢�0�H�	�����H�
(C, r) H   ( 7 )

�=�P�	¥��=¥��;�
C Z R �Q�����0�

r H R �J½w¥������h�F¥���³9�
(E \Xj

Æ ) L C = {r}
��e�;�z��³9���F�=¥����t�������H�H���+�=¥P���

Xj
Æ ¯H 7 ��­¢¼]�������\Å���"�¡P�t¥����	¥.���+�$�0�Z���Q�	�V�����0�Q�H�Z�]�u
���s���=���=¥P���
�z�F���V�Á��³9���'�=¥��7�y�=¥��;�

conv(P0) L conv(Q0) = G ¡��������=¥P���
���V�0�h���h�P�9�h�������P�������s�Z�P�
�P�=���9�d�� �S�=¥��J�	���Q���9���=¥������=���0�Q�H�Z�]¡9���9�

P0
�V�P�

Q0
�0�Z�P�Q�Q�	���0�Q���Y���$�����0�Q�H�Z�I(�¡��h�������P�9�Q����­_7 ´ �=¥P�J�9�������	���H��°�����0�Z��³9�0 ¤�	¥����H�H�����'�Z�

P0
�w�H�=¥.�=���Q�~���0�L�Q�

Q0
�F¼~�����s�h"���ªY�Q���H���S�P�t�=¥P���¼7 ´ ���L�h���H�UºB��� ® ������� � �#�9�	�����L�Q�

�P�=�;³9�b�h�������~(���ªV¡��z�e�Z�P�H­$¥���³9�+�Q�S�=¥P�7���=¥P���i 
(
7
)
���b���=�Z���9�=��¥P���
�Q�c 

(
7 ´ ) �P���
�Q��¼~���s���tÅ���"��{`w�V�����H­9¡

�h���
�����t���P� %d���0�Q�H�Z�
ψ : E→ P0

�=�P�	¥#�=¥P���
(ψ(C), ψ(r)) H   ( 7 ´ ) �H�b�V�P�²�Z���H­¢�H�

(C, r) H   ( 7 )
� � �¢�Z���

���V�Q�9¡~�=¥��$�P���=���	������� %d���0�Q�H�Z�
ψ : E → P0

���F���t���9�H�H�7�+��¿
ψ(e) = p(e)

���9�
e H E �+½w¥��P�t�z�\�Z���H­#¥���³9�$�Q�

�=¥��;�Ä�=¥��Y���0 ��t�H�����s���

Lemma 5.3. ­ ;wDaV�>/O,>�DoD	QR;�A$d&}.:<=&> � Q	DKV�:!\¦m<O/DoV�dlD 
(
7 ´ ) = {(ψ(C), ψ(r)) : (C, r) H   ( 7 )}.

½w¥P���w�H�����s�$���9�H�H�;�+�L���	�Z� �=¥��Y���9�H�H�;�w�����'�B�h���H���s���V���B¼]�������V�b"��©Ås�V�P�4"���"l 
�V�P���o�FªS h���#¼~���s���
Å��Ã���

ª9ª



Lemma 5.4. ­ ;�DaV�>�O,>�DaDaQR;�Ayd&}.:<=&> � �f:<E5>.=&>.E�F�E.:,:lDU>@m09)QREe9)��Q	D (C, r) H   ( 7 ) � DaV�>.E�>5>@?<QRO�D	O (C ´ , r ′) H 
(
7 ´ ) O.�
9fV5DaV�dlD C ´�Z ψ(C)

d<;tm
r ′ = ψ(r) �

Lemma 5.5. ­ ;�DaV�>�O,>�DaD	QR;�A»d&}.:<=&> � �f:<E6>.=&>.E�F5Ee:,:lDU>@m»9)QREe9)��Q	D (C ´ , r ′) H   ( 7 ´ ) � DoV�>.E�>1>@?<QRO�DaO (C, r) H 
(
7
)
O.�
9fV$DaV�dlD

C Z ψ−1(C ´ ) d<;tm r = ψ−1(r ′) �£z�����9�=�S�P�=�;³����P��¼~���s���V�M"��©Ås�V�P�6"���"�¡P�H���t���w�=¥��;� ¥��;� ¼~���s����"���(����V�#�¬�S�P���=�H³9���¢���=�Z� �=¥����²�� Ee:,:���:�� | >.CsC6d5Ï � Í � �¸�H�X�Q�Y�h���P�=�;³9�'�=¥P���\�H�
(C, r) H   ( 7 )

�=¥����
(ψ(C), ψ(r)) H   ( 7 ´ ) �/½R���9�²�V�

���=�P�H�Q�	���=­
(C, r) H   ( 7 )

�w½w¥P���¢���=�Z� ¼]��������"��©Å�¡¶�=¥����	�Y�0 ����Q�=�F�Q�Z���
(C ´ , r ′) H   ( 7 ´ ) �=�P�X¥¢�=¥��;�

C ´WZ
ψ(C)

�V�P�
r ′ = ψ(r)

�_`e�9�Q���=¥P���
r = ψ−1(r ′)

�Q�����0�
ψ

���_����� %d���0�Q�H�Z�]�$½w¥����.���=�Z�¾¼~�����s��"���"�¡]�=¥����	�
�0 ����Q�=�t�=�Z���

( ØC, Ør) H   ( 7 )
�=���	¥²�=¥��;� ØC Z ψ−1(C ´ ) �V�P� Ør = ψ−1(r ′)

�
�����h��¥P��³9�
r = ψ−1(r ′) = Ør �`w�7� ���Q�����w�o�FªS S��� ¼~�����s�#Å��Ã��¡h�h�²¥P��³9�

(C, r) = (ψ−1(C ´ ), ψ−1(r ′)) = ( ØC, Ør) �������P�0�
ψ

���s�
�P� %D���0�Q�H�Z�]¡��h�\�����Q�'¥P��³9�

(ψ(C), ψ(r)) = (C ´ , r ′) = (ψ( ØC), ψ( Ør)) �t½w¥P���=�����9�	�9¡¶�h�\¥���³9�
(ψ(C), ψ(r)) H 

(
7 ´ ) �Q�����0�

(C ´ , r ′) H   ( 7 ´ ) ��������H�����=�H­9¡¶�h�Y���V�#�=¥��7� �=¥P���+�H�
(C ´ , r ′) H   ( 7 ´ ) �=¥����

(ψ−1(C ´ ), ψ−1(r ′)) H   ( 7 )
�

½����P�=�;³9�\¼~���s����"��©Å�¡��h�S�w�H�H�m�P�Q�\¼~�����s�YÅ���ª9ªV�� Ee:,:���:�� | >.CsC6d5Ï � Ê � ½����9���V�¤�;�	�P�H�Q�	���=­¢�	���9�Q���¤�0�H�	���P�H�
(C, r) H   ( 7 )

�S���=�Z� �Z���_�0�Z�P�Q�Q�X�P�0�Q�H�Z�]¡¸�h�
¥P��³9�

p(r) H conv({p(e) : e H C \ {r}} N {q(C, r)})
¡¶�+¥����	¥#�������H�H���

ψ(r) H conv(ψ(C \ {r}) N Q0) ��½R�;�9��$�=�����=���
C ´ Z ψ(C)

�	�P�	¥¢�=¥P���
ψ(r) H conv((C ´ \ {ψ(r)}) N Q0) �V�P�

ψ(r) ¯H conv((D ´ \ {ψ(r)}) N Q0)���9������­��P�=�9�~�����=�����=���
D ´ ( C ´ ���a`e�9�Q�²�=¥P�����=���	¥��/�Q���

C ´ �0 ����Q�=���~�����V�P�Q�²�H�
ψ(r) H A Z B

�V�P�
ψ(r) H conv((A \ {ψ(r)}) N Q0) �=¥����

ψ(r) H conv((B \ {ψ(r)}) N Q0) �' $���=�Z� ¼]�������\Å���ª9ªV¡¶�H�w���9�H�H�;�+�
�=¥P���

(C ´ , ψ(r)) H   ( 7 ´ ) �� �'�9�	�����t�Q���P�=�;³9�\¼~���s����"���"�¡��h�S�w�H�H�R�P�=�������=�Y���P�9�=¥����+�H���s�����

Lemma 5.6. ­ ;·DoV�>1O,>�DaDaQR;�A�d&}.:<=&> � \
>�D e H E })>5d<;~>)\
>.C$>.;WD_O.�
9fVwDoV�dlD
p(e)

\]Qq>.O8QR;¹DaV�>4E�>)\¦dlD	QR=&>QR;WDU>.E)QY:<E�:��
conv({p(f) : f H F} N {q(Ci, ri) : i = 1, . . . , k})

�f:<E�OS:<C$>
F Z E \ {e}

d<;tmÂOS:<C$>
(C1, r1), (C2, r2), . . . , (Ck, rk) H   ( 7 ) �ªeÐ ¬ ­ D�V�:!\¦m<O�DaV�dlD

F N {ri : i = 1, . . . , k} = {e} N kÖ
i=1

(Ci \ {ri}).

ª�Ù ¬ ­ D�V�:!\¦m<O�DaV�dlD e H τ § (F) �� Ee:,:�� � ¼]���\�P� ® �	�Q�Y�P�=�;³9�4�=ªS =�#���=�Z� �=¥P�Á�V�=�=�����P�Q�H�Z�]¡b�h�s¥���³9���=¥��s���9�H�H�7�+�����µ�0�Z� ³9�0 4�0�Z�\�P���P���Q�H�Z�]¡
�P�V�����H­'�=¥P���=�S�0 ����Q�t�Q�Z���

{µf H 2 >0 : f H F} ����� {λi H 2 >0 : i = 1, . . . , k}
�=���	¥²�=¥��;�

∑

f ¡ F µf +

k∑

i=1

λi = 1
�V�P� ∑

f ¡ F µfp(f) +

k∑

i=1

λiq(Ci, ri) = p(e).

���=�Z� �=¥����0�Z�P�=�Q�	�P�0�Q�H�Z�.�9�
Q0

¡��z�\¥P��³9���=¥��;�

p(e) =
∑

f ¡ F µfp(f) +

k∑

i=1

λi ÑÒ |Ci|p(ri) −
∑

e ¡ Ci\{ri}

p(e) ÓÔ ,
ª�¨



�����V�����P���=¥P���

∑

f ¡ F µfp(f) +

k∑

i=1

λi|Ci|p(ri) = p(e) +

k∑

i=1

∑

e ¡ Ci\{ri}

p(e).

£z­²¼~�����s�I"��Ó¨�¡��H�t¥��9���P�+�=¥P���
F N {ri : i = 1, . . . , k} = {e} N kÖ

i=1

(Ci \ {ri}).

½w¥��P��¡P�=¥P�S�����=�c�=ªS z���+�P�=�;³9���]�
���9�t�=¥��S�����=�_�B¨l =¡��Q���
R = {ri : i = 1, . . . , k}

�V�P�
F � = ÚKÚ kÖ

i=1

(Ci \ {ri}) Û0N {e} Û \ R.£z­��=¥��F�����=�¼�=ªS J�9���=¥����e�H�����s��¡��h�S¥P��³9���=¥P���
F � Z F � ½ �9�=���;³9����¡���­s�=¥P�L�¶�;�	�b�=ªS ����Z�����]¡P�h�S¥P��³9���=¥P���

e H R ��½+¥����=�����9�=�9¡ F � ���V�²�~�_�=�����=���Q�����Q���#�V�

F � = Ú kÖ
i=1

Ci Û \ R.`w�7� �h���0���;��� �=¥P���F���9�_��³9���	­
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